NUMERIQUE ET SCIENCES INFORMATIQUES

Booléens et fonctions logiques

De la logique aux circuits

RESUME

La logique est une forme de raisonnement qui permet de déterminer si une affirmation est
vraie ou fausse. En informatique, cette logique repose sur I’algebre de Boole, ot1 les variables ne
peuvent prendre que deux valeurs : vrai (1) ou faux (0). Dans ce cours, vous découvrirez les
opérateurs logiques fondamentaux, leurs propriétés et leurs applications.

(1) INTRODUCTION : LA LOGIQUE AU QUOTIDIEN
Considérons la phrase suivante :
« Pour obtenir le permis de conduire, il faut réussir 'examen du code et 'examen de conduite. »

Le permis dépend de deux conditions qui doivent étre simultanément vraies.

m Premiére table de vérité Complétez la table ci-dessous qui représente toutes les situations
possibles :

Code réussi | Conduite réussie | Permis obtenu
Non Non
Non Oui
Oui Non
Oui Oui

m Une autre situation Considérons maintenant :

« On peut entrer dans la salle de cinéma avec un billet ou avec une carte d’abonnement. »

1. Quelle est la différence avec la situation précédente ?

2. Complétez la table de vérité correspondante :

Billet | Abonnement | Entrée
Non Non

Non Oui

Oui Non

Oui Oui
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(@) LEs BOOLEENS

PELNTCIEE (Booléen) Un booléen est une valeur qui ne peut étre que 1'une de deux possibilités :

— Vrai (noté 1, ou True en Python);

— Faux (noté 0, ou False en Python).

Ce nom vient du mathématicien George Boole (1815-1864) qui a formalisé les regles du raisonnement
logique.

PGNP (Fonction logique) Une fonction logique (ou fonction booléenne) est une fonction qui:

— prend en entrée un ou plusieurs booléens;

— renvoie un booléen en sortie.

PELNTIEY (Table de vérité) Une table de vérité est un tableau qui montre la valeur de sortie d"une
fonction logique pour toutes les combinaisons possibles des entrées.

\ J

m Nombre de lignes d’une table de vérité

1. Combien de lignes comporte une table de vérité pour une fonction a 1 entrée?

2. Combien de lignes pour 2 entrées?
3. Combien de lignes pour 3 entrées?

4. Pour une fonction a n entrées, combien y a-t-il de lignes ? Justifiez.

(3) LEs TROIS OPERATEURS FONDAMENTAUX

Toute fonction logique peut étre construite a partir de trois opérateurs de base : NON, ET et OU.

3.1 Lopérateur NON (négation)

L'opérateur NON inverse la valeur d’un booléen : il transforme vrai en faux et faux en vrai.

Notation | Mathématique | Python
NON « a not a
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m Table de vérité du NON Complétez la table de vérité de I'opérateur NON :

]|

3.2 Lopérateur ET (conjonction)

Lopérateur ET renvoie vrai si et seulement si les deux entrées sont vraies.

Notation | Mathématique Python
aETbh a-b ou aAb|aandb

m Table de vérité du ET Complétez la table de vérité de 'opérateur ET :

a-b

Rl RO O N
| ol =R O| S

Remarque : le résultat est identique a celui d"une multiplication. Expliquez pourquoi.

3.3 Lopérateur OU (disjonction)

L'opérateur OU renvoie vrai si au moins une des entrées est vraie.

Notation | Mathématique Python
a OUb a+b ou aVvb|aorhb

m Table de vérité du OU Complétez la table de vérité de I'opérateur OU :

a+b

R =R| O O N
= Ol = oS

Ce OU est dit inclusif : quand a et b sont tous les deux vrais, a + b est vrai. C’est le « ou » de la phrase « Je
viendrai qu’il pleuve ou qu’il neige ».
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(@) PROPRIETES DES OPERATEURS

S CHANS Découverte des propriétés Pour chaque propriété, vérifiez-la en calculant les deux membres
pour toutes les valeurs possibles de a.

l.a=a (double négation)

]|
SN

2.a-1=a (élément neutre du ET)

3.a-0=0 (élément absorbant du ET)

| |

4. a+0=a (élément neutre du OU)

| |

5.a+1=1 (élément absorbant du OU)

| |

6. a-a=0 (complémentarité)

| |

7.a+a=1 (tiersexclu)

| |

(5) PROPRIETES ALGEBRIQUES

Les opérateurs ET et OU obéissent a des régles similaires a celles de I’arithmétique classique, mais avec
quelques différences importantes.

{ Soient a, b et ¢ des booléens. l
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Propriété Pour le ET (+) Pour le OU (+)

Commutativité a-b=>b-a a+b=b+a
Associativité (a-b)y-c=a-(b-c) (a+b)+c=a+b+c)
Idempotence a-a=a a+a=a

Distributivité a-(b+c)=a-b+a-c|a+b-c)=(@+Db)-(a+c)

Remarque 1. La seconde distributivité (a + (b - c) = (a + b) - (a + ¢)) n’a pas d’équivalent en arithmétique
classique. C’est une particularité de 1’algebre de Boole.

Vérification de l'idempotence Vérifiez que a +a = a eta -a = a pour toutes les valeurs de a.

m Vérification de la distributivité du OU Vérifiez par une table de vérité que a + (b - ¢) =
(a+b)-(a+c).

b-cla+b-c)|(a+b)|(a+c)| (a+Db)-(a+c)

[l Ll e B B e B el B @n ) i e I RN
RlRPrIOoO ORI RLrI OO S
| O =R | O =R O =|Ola

m Lois d’absorption Démontrez algébriquement les lois d’absorption :

l.a+a-b=a

2.a-(a+b)=a

@ CONSTRUIRE DES EXPRESSIONS LOGIQUES

m Le OU exclusif (XOR) Soit 'expressionE=4a-b +a -b.

Complétez la table de vérité en calculant chaque colonne intermédiaire :
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Q|
Sl
Q|
S3
Q
S3
sl

R RO O N
Ol = O

Cette fonction s’appelle le OU exclusif (XOR), noté a @ b. En Python, le OU exclusif de deux booléens
s’écrita ~ b. Dans quel cas renvoie-t-elle vrai?

m Les lois de De Morgan Augustus De Morgan (1806-1871) a établi deux lois fondamentales.

Premiéreloi:a+b=a-b

Vérifiez cette loi en complétant la table :

Q|
S3
]|
Sy

a+b|a+b

[l Bl B B @R RN
| ol =IO

Secondeloi:a-b=a+b

Vérifiez cette loi :

S
QY
Sl
QY
+
Sl

a-bla-

== OoO O
ROl —_,| O

(?) AUTRES FONCTIONS LOGIQUES
En combinant les trois opérateurs de base, on peut créer d’autres fonctions utiles.

m NAND Complétez les tables de vérité des fonctions suivantes :

1. NAND (NON-ET):alb=a-b

alhbh

=l el B« B an ) RS
| ol = O| S
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2. NOR (NON-OU):a [ b=a+b

R RO O]
| ol ROl

3. XNOR (NON-OU exclusif) :a&® b

R RO O N
_ Ol =R oS

Dans quel cas la fonction XNOR renvoie-t-elle vrai?

UNIVERSALITE DE LA FONCTION NAND

m Exprimer NON avec NAND La fonction de Sheffer (NAND) est définie par : S(a,b) = a-b.

Montrez que @ = S(a, a) en complétant la table :

a-a|a-a=5S(a,a)

Comparez avec la table de a. Conclusion?

m Exprimer ET et OU avec NAND

1. Sachant que @ = S(a, a), montrez que a - b = S(S(a, b),S(a, b)).

Indication : S(S(a, b),S(a, b)) = S(a, b) = b

2. En utilisant la loi de De Morgan, montrez que a + b = S(S(a, a), S(b, b)).
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(® APPLICATIONS

m Le multiplexeur Un multiplexeur est un circuit qui sélectionne une entrée parmi plusieurs
selon la valeur d"un signal de commande.

On définit : mux(x,y,z) = (x - y) + (x - z)
ou x est le signal de sélection, y et z sont les deux entrées.

Complétez la table de vérité :

all
all
<
R
N

mux(x, ¥, z)

R R ROl OO Of R
RO ORIk OOl

= Ol =[Ol = O =] O] N

Quand x = 0, quelle entrée est sélectionnée? Et quand x = 1?

Probléme logique Med est content si :

— Bob et Jon sont tous les deux 1a, mais sans Rut;
— ou si Rut est la avec Bob (mais pas Jon);

— ou si Rut est 1a avec Jon (mais pas Bob).
On note R, B et ] les booléens indiquant la présence de Rut, Bob et Jon.

1. Construisez la table de vérité avec en sortie « Med est content » :
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Content

Ll =l =l =1 =R ]
==l o|lo|l~R|l—Rrlolo|l™
—lolR|lo|l~lolRr|oOo|—

2. Ecrivez I'expression logique correspondant au choix de Med.

3. Observez la table : peut-on exprimer le choix de Med par une phrase plus simple ?

SIMPLIFICATION D’EXPRESSIONS LOGIQUES

Utiliser les propriétés Simplifiez les expressions suivantes en utilisant les propriétés de
l’algebre de Boole. Justifiez chaque étape.

1. A=a+a-b
2.B=a-(a+D)
3.C=a+a-b

Indication : utilisez la distributivité a + (b-c) = (a +b) - (a + ¢)

4. D=(a+b)-(a+b)
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SYNTHESE

m Récapitulatif Complétez le tableau récapitulatif des opérateurs logiques :

Opérateur

Notation

Description

Python

NON

ET

Ou

NAND

NOR

XOR
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